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Aufgabe Z3:

Gegeben seien die vier Polynome:

pi(z) =1 — 2?

po(z) = 142 + 22% — 22°
p3(z) = —x — 2°

pa(x) = 2z + 32% — 23

und P3 = {ax3 + bx? + cx +d: a,b,c,d € R}, der Raum der reellen Polynome von Grad < 3.

(a) Zeigen Sie, dass die obigen Polynome linear abhéingig sind. Sie kénnen die Aufgabe 16sen,
indem Sie zeigen, dass sich p4 als Linearkombination von py, ps und ps darstellen lésst.

(b) Finden Sie eine Basis fiir den Unterraum U = {ap1(z) + bp2(x) + cps(z) + dpa(x) :
a,b,c,d € R} C Ps.

Lésung:

(a) Wir zeigen, dass die vier Polynome linear abhéngig sind, indem wir zeigen, dass es

(A1, A2, A3) # (0,0,0) gibt, sodass

A1p1(x) + Xopa(x) + Azp3(z) = pa(x)
M1 —2%) + Xo(1+ 2+ 227 — 20%) + A3(—2 — 2%) = 20 + 322 — 2
-+ X)) +2- M= A3) +a2- (A +20) +2% (—2X0 = A3) =1-0+ -2+ 22 -3+ 2% (—1)

Durch Koeffizientenvergleich sehen wir, dass folgende Gleichungen erfiillt sein miissen,
damit so ein Vektor (A1, A2, A\3) existiert:

AM+A=0

Ao — A3 =2
A +2X =3
—2X — A3 =-—1

Diese Gleichungen koénnen wir jetzt wie gewohnt in ein Gleichungssystem schreiben
und 16sen. Beachtet hierbei, dass wir vier Gleichungen, jedoch nur drei Unbekannte
(A1, A2, A3) haben. Das bedeutet, dass unser Gleichungssystem keine Lésung haben muss.
Hat das Gleichungssystem keine Losung, bedeutet das, dass ps(x) nicht aus p1 () —ps(x)
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linearkombiniert werden kann, die Polynome wéren also linear unabhéngig. Hat das Glei-
chungssystem eine Losung, sind die Polynome linear abhéngig. Wir 16sen das Gleichungs-
system wie folgt:

1 1 0| 0
0 1 —-1] 2
1 2 0| 3 41
0 -2 —1]-1
1 1 0| 0
0 1 —1| 2 «III
0 3 0] 3 :3&II
0 -2 —1]-1
1 1 0] 0 -1
0 1 0] 1
0 1 —1| 2 «(=1),+1I
0 -2 —1]-1
1 0 o0f-1
0 1 0] 1
0 0 1]-1
0 —2 —1|—1 +2-II,+III
1 0 o0|-1
0o 1 0] 1
0 0 1]-1
0 0 0] 0

Da die letzte Zeile wegfillt, ist das Gleichungssystem l6sbar und unsere Polynome
somit linear abhéngig. Es gilt:

A1 () + Aapa(x) + Asps(x) = pa(z)
(=1) -pi(z) +1-pa(x) + (—1) - p3(x) = pa(z)
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(b) Der Unterraum U besteht aus allen Linearkombinationen, die sich aus p; (x) —py(z)
ergeben. Wir wissen bereits, dass die Polynome p;(x) — p3(x) linear unabhéngig
sind (da uns nur eine Zeile weggefallen ist), p4(z) aber aus den anderen Polynomen
linearkombiniert werden kann. Somit hat U Dimension 3, wir brauchen also drei
Basispolynome. Praktischerweise ist diese bereits durch p;(z) — ps(x) gegeben,
denn aus diesen kann man sowohl jede Kombination aus p;(z) — ps(z), als auch
pa(z) linearkombinieren.



